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摘要 
  本研究係用「數列命名的方法」作為骨幹，解決或簡化連方圖形(polyominoes,也稱作

連方圖形)的相關問題。連方圖形係指有限個方塊聯通、非空且相連。「數列命名的方法」

係指將連方圖形的邊長連續寫成數列。若將連方圖形放在歐幾里得平面上，每個相鄰頂

點之間的位移即是被記錄的邊長，故數列中紀錄的邊長含正負號，並且數列滿足兩個充

要條件。 
  為解決使用「數列命名的方法」遇到的問題，目前建立了一套系統、技巧。是將特定

圖形，此指連方圖形旋轉、鏡射、圖形合併等等。 
  研究發現此方法可以解一些連方圖形的問題，例如連方圖形的種類、任意的多個相同

的連方圖形是否可以填滿(嵌滿)矩形(平面)。 

 
壹、 研究動機 

對於生活中的排列、收納等空間運用問題，與俄羅斯方塊的排列和種類(各種連方的數目)
有相當程度上的相似。因此，若透過俄羅斯方塊在平面上的放置，也許能夠簡化及解釋

其規則。 

 
貳、 研究目的 

一、觀察與統整俄羅斯方塊在矩形方格上的填滿問題，以討論相關規則。 
二、建立討論俄羅斯方塊的數學系統。 

 
參、 研究內容與過程 

一、 觀察與統整俄羅斯方塊在平面方格上的填滿問題。 
(一). 俄羅斯方塊的種類有： 

  總數 
一連方  1 
二連方  1 
三連方  2 

四連方  5 

五連方 

 

12 

六連方 

 

35 

……  …… …… 
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(二). 其中自身能夠獨自拼成完整矩形的有： 

  總數 
一連方  1 
二連方  1 
三連方  2 

四連方  4 

五連方 
 

3 

六連方 
 

8 

七連方 
 

4 

八連方 
 

6 

……  …… …… 

 
(三). 連方圖形的的命名與計算： 

觀察以上兩個表格，想到或許能夠用數列命名的方式解釋其規則。如果利用數

列命名，可以判斷兩個圖形是否相等，可利用 NP( 非定長多項式)方法算出連方

數增加時有多少種類，也可以將多個圖形沒有縫隙的拼成另一個圖形。 
1. 命名： 
假設有一個圖形如右 
可以任意選定起點，命往右或往上為正，往左或往下為負，先左右

後上下，連續取數列。範例中令 A 為起點，利用數列(1,1,1,2,-2,-3)
作為該圖形的命名。 

 
2. 判斷一個數列是否為連方： 
假設存在一數列(a 1 ,a 2 ,a 3 ,… ,an-1 ,a n)，該數列代表一個連方圖形的必要條件包

括： 

(1) ∑ 𝑎2𝑖−1 = 0 ∧  ∑ 𝑎2𝑖

𝑛

2
𝑖=1

𝑛

2
𝑖=1 = 0  , 𝑎𝑖 ∈ Ζ 

(2) 數列中任意幾個數，假設是數列中的第 g 項到第 g+2 x 項，x 為適當自然

數： 
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When (𝑎𝑔+3 + 𝑎𝑔+5 + 𝑎𝑔+7…+ 𝑎𝑔+2𝑥+3) × (𝑎𝑔+1) < 0 ∧ 
(𝑎𝑔+2 + 𝑎𝑔+4 + 𝑎𝑔+6…+ 𝑎𝑔+2𝑥+2) × (𝑎𝑔) < 0 
if   |𝑎𝑔+3 + 𝑎𝑔+5 + 𝑎𝑔+7…+ 𝑎𝑔+2𝑥+3| ≥ |𝑎𝑔+1| 
𝑡ℎ𝑒𝑛|𝑎𝑔+2 + 𝑎𝑔+4 + 𝑎𝑔+6…+ 𝑎𝑔+2𝑥+2| > |𝑎𝑔| 

 
否則，將產生如右圖的圖形 

(1,2,-3,1,2,-3) 
 

3. 判斷兩個數列是否代表同一圖形： 
在平面座標系上，一個圖形可以被旋轉、鏡射，而在判斷俄羅斯方塊(連方圖形)
數量時，就必須判斷多個圖形是否代表的是同一種圖形。透過命名後的數列判斷

的方式： 
(1) 數列中的每一個數取絕對值，將該數列排成一個

環，判斷比較環是否相等 
如上圖，若選定 A 為起點(1,1,1,2,-2,-3)則環如右 
若選定 F 為起點(2,-2,-1,-1,-1,3)則環亦相等 
此兩環相等，表同一圖形(判斷方式一)。 

(2) 透過該圖形為 t 連方，周長為 m，奇數項乘積 l1，偶數項乘積 l2，全數列

乘積 l，五個數(t,m,l,l1,l2)若相同則表同一圖形(判斷方式二)。 

 
4. 判斷一個數列所代表的圖形為幾連方： 
判斷一個圖形為 t 連方，相當於在平面座標系上圖形所圍成的面積為 t。 
計算方法同樣可隨意取圖形一頂點作為原點，並分別以奇數項、偶數項代表平面

座標系上的 x 軸、y 軸： 
(1) 欲知(a 1 ,a 2 ,a 3 ,… ,an-1 ,a n)的連方數 t 可以以下方法求得。 
(2) 舉例而言，假設根據原數列

(2,1,1,3,-2,-1,1,-1,-1,-1,-1,-1)可得的圖形如右圖，則

a2×a1=1×2 代表四點(0,0) ,(2,0) ,(2,1) ,(0,1)包圍的矩形

(該四點為此矩形頂點)，含符號的面積記為 2。 
a4×(a 1+a 3)=3×(2+1 )代表四點(0,1),(3,1),(3,4),(0,4)包
圍的矩形，含符號的面積記為 9。 
a6×(a 1+a 3+a 5)=( -1) ×(2+1 +( -2))代表四點(0,3),(1,3),(1,4),(0,4)包圍的矩

形，含符號的面積記為-1。 

……  
a12×(a 1+a 3+a 5+a 7+a 9+a 11)=( -1) ×(2+1 +( -2)+1 +( -1)+( -1))代表點

(0,1),(0,0)包圍的矩形，含符號的面積記為 0。 
此連方數 t=∑ [𝑎2𝑖 × (∑ 𝑎2𝑘−1

𝑖
𝑘=1 )]6

𝑖=1 =7。 
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(3) 因此一般情況可由式子∑ [𝑎2𝑖 × (∑ 𝑎2𝑘−1
𝑖
𝑘=1 )]

𝑛

2
𝑖=1 = t計算數列代表的連方

數 t。 

 
5. 圖形的旋轉與鏡射 

(1) 若兩數列的奇數項彼此互為相反數，表示兩數列所代表的圖形為對 y 軸做

鏡射的圖形；若兩數列的偶數項彼此互為相反數，表示兩數列所代表的圖

形為對 x 軸做鏡射的圖形。 
(2) 若兩數列分別為 A(a 1,a 2,a 3,… ,an-1,a n)與 B( a2,a 3,… ,an-1,a n,a 1)，則圖形 B

為圖形 A 順時針旋轉 90 度且 x 軸鏡射(定義原數列奇數項為 x 軸)後的圖

形，或圖形 A 逆時針旋轉 90 度且 y 軸鏡射(原數列偶數項)後的圖形。 
因此，若要將圖形順時針旋轉 90 度，可將數列中的奇數項均改成其相反數

−𝑎2𝑖−1 → 𝑎′2𝑖−1 , 𝑖 ∈ ℤ，再將數列(假設共 n 項)中的各個數往前放置𝑎𝑖 →

𝑎′𝑖−1; 𝑎1 → 𝑎′𝑛 , (2 ≤ i ≤ n , i ∈ ℕ)。 
同理，若要將逆時針旋轉 90 度，可將數列中的偶數項均改成其相反數，其餘步

驟相同。 

 
 
 
 
6. 合併圖形 

(1) 存在數列 A(a 1,a 2,a 3,… ,an-2,a n-1,a n), B(b 1,b2,b3,… ,bn-2,bn-1,bn) 
(2) 假設兩數列 A 數列中有子數列 

A t(a m,a m+1,… ,am+x -2,a m+ x-1,a m+ x)與 B 數列中有子數

列 B u(b l,b l+1,… ,bl+x-2,b l+ x-1,b l+ x)為一一對應的數，即

(b l,b l+1,… ,bl+ x-2,b l+ x-1,b l+ x)=  
±(a m+x ,a m+ x-1,… ,am+2 ,a m+1 ,am)  
則代表兩圖形中有構形一樣(可以合併)的部分，僅因合併時相對位置

之故，如右圖兩圖形相交之片段。 
(3) 將兩數列分別拆為兩不完整的子數列(相接部分及其他)，圖形相加之後的

數列，去掉兩數列相同的部分，新數列可表示為

C (a 1,a 2,… ,am-1+b2l+x,b l+x+2 ,b l+x +3 ,… , bl+ x+1+a m+x+1,am+x+2,a m+ x+3,… ,an-2,a -
n-1,a n)。 

(4) 反圖形: 
反圖形可視為在座標平面上位於相反象限(一與三象

限、二與四象限)的圖形(原點相同，考慮其前兩項正

負)，或言反圖形互為旋轉 180 度後的圖形，如右圖。 
加 A 圖形的反圖形，相當於減 A 圖形。 
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(5) 順(逆)時針: 
從起點開始隨數列值行進有其順序，如圖可以箭頭表示(順
(反)時針): 
在合併圖形時應將兩圖形轉為順逆時針相同的圖形再行相

加。(亦可以順逆相反的圖形相減) 
(6) 由於一個圖形的命名實際上可以無限循環，即

A(a1, a2, a3, … , a𝑛−2, a𝑛−1, a𝑛)  ≡

A(a4, a5… , a𝑛−2, a𝑛−1, a𝑛, a1, a2, a3)，因此在進行圖形

的合併時，定義上一個數列可以有無限多項。而要簡

化計算，可將數列 B(b 1,b2,b3,… ,bn-2,bn-1,bn)改成

B ’(bl+x+1,b l+ x+2,b l+ x+3,… bn-1,bn,b1,b2,… ,bl+x-2,b l+ x-1,b l+x)
。修改後，B ’的起點就在合併圖形的重疊部分的端點

上，如右圖上的點即為圖片右側圖形的起點。 
(7) 合併時，將修改過的數列相加，併消去相加後其值為 0 的項，例：

(3,1,-1,1,-1,-1,-1,-1)和(2,-2,-1,1,-1,1)的其中一種合併(粗體為合併邊(也就

是 At和 Bu))，將兩個做欲合併處的對 應→ 

           (3,1,-1,1,-1,-1,-1,-1) 

      (2,-2,-1,1,-1,1) 

上下任取一數列將底數部分左右順序互換 

(底線部分為合併時發生重疊的邊，不一定完全等於粗體的構形相同處)。 

最後再將左右互換的數列的剩餘項放入兩 之間。 

( 是因為合併而長度有所變化的邊) 。 

 

         (3, 1,-1, 1,-1,-1,-1,-1) 

+)  (2,1,-1, 1,-1,-2) 

 -------------------------------------    

      =(4,2,-3,-1,-1,-1) 

(8) 若欲將兩圖形可能有空隙的合併(如右圖)，則消去的數列長

度(x+1 )可奇亦可偶。唯偶數時|𝑏𝑙| ≠ |𝑎𝑚|  ∨  |𝑏𝑙+𝑥| ≠

|𝑎𝑚+𝑥|但(𝑏𝑙 × 𝑎𝑚) < 0 ∧  (𝑏𝑙+𝑥 × 𝑎𝑚+𝑥)，且消去的數列其

他片段(除 bl,b l+ x,a m,a m+ x)限制仍相同(為一一對應的相反

數)。 

 
(9) 有空隙的合併規則和沒空隙的規則本質上相同， 

都是將重疊項相加，最後去掉其值為 0 的項，只是 應為重疊項的頭或

尾項。例如(上圖)：(3,1,-1,1,-1,-1,-1,-1)和(2,2,-1,2,-1,-4)的其中一種合

併，將(-1,3,1,-1,1,-1,-1,-1)和(-1,-4,2,2,-1,2)做欲合併處的對應 
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→          (-1, 3, 1,-1,1,-1,-1,-1) 

(-1,-4,2,2,-1, 2) 
上下任取一數列將底數部分左右順序互換。 

最後再將左右互換的數列的剩餘項放入兩 之間。 

(-1, 3, 1,-1,1,-1,-1,-1) 
+) (-1,-4, 2, 2, 2,-1) 
---------------------------------------  

= (1,-1,-4, 2, 2,  2, 1,-1, 1,-1,-1) 
 

7. 圖形的放大縮小 
(1) 若一個圖形所有的項同時加上 u，數列A → A′ = (A + u)，若此時 A’也符合

連方圖形命名的數列規則，則 A’為 A 放大 u 單位後的圖形。 
(2) 換言之，一個圖形所有項同時乘以 v，即數列A → A′ = A × v，且 A’的每一

項均為非零整數(此時若A 符合連方圖形命名的數列規則，則A’必也符合)，
則 A’圖形即為與(1)中數列共同加減 u 有相同的意義的數列。 

 
8. 判斷一數列 A 是否可以放進另一數列 B(A 是否小於 B)  

(1) 若一圖形 A 可以放進另一圖形 B，代表圖形A ≤ B，

如右圖。 
(2) 判斷的方式可從兩圖形 A,B 代表的連方數 tA , tB 著

手。若A ≤ B則必有𝑡𝐴 ≤ 𝑡𝐵。 
(3) 若𝑡𝐴 = 𝑡𝐵，且 A 要放進 B，則 A 必等於 B。 
(4) 若𝑡𝐴 < 𝑡𝐵，且A < 𝐵，則可把數列 A 加入 tb-ta 個(1,-1,-1,1)的方格。若其

中一種加入方塊後的新數列 A’=B，則 A<B 。 

 
9. 圖形中的空洞 

(1) 若圖形 A 小於圖形 B，則圖形 A 必可以放入圖形 B，但 A 不必然可作為

圖形 B 中的空洞(空洞如右圖)。 
(2) 圖形 A 可以做為圖形 B 中的空洞的必要條件為圖形

(A + 2) ≤ B 

 
10.  圖形的座標 
一個圖形除了以數列表示外，還須以座標表示。如此，可以

解決如右圖的形狀(中間有孔洞)。 
(1) 右圖可視為一3 × 3的方格中心減去一1 × 1的方格，以

x,y 座標表示其起點座標，可將此圖形表為 
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{
(0,0): (3,3,−3, −3)
(2,1): (−1,1,1,−1)

}或{
(0,0): (3,3,−3, −3)
(1,2): (1,−1,−1,1)

}…… 。 

(2) 在判斷此種數列的圖形時，首要判斷其相對位置，故將其中一個取為(0,0)
較為方便。 

 
11.  應用 

(1) 假設有數個圖形(可以相同也可不同)，要判斷這些圖形能不能填滿矩形方

格平面的方法為：利用數個圖形的合併，做出新的大圖形，再比較大圖形

與矩形方格的大小關係(填滿表示該大圖形為一可以填滿一有限矩形方格

的矩形)，找出最有效填滿有限矩形方格的方法。而要做出最小的大圖形，

令其為 C( 原有數個圖形的合併)，可以透過 nC 的大小得知。即最小的大圖

形 C ，數列長度 nC 必為最小(即 nc=4 )。 
(2) 利用數列來命名連方圖形，可以計算所有數列中有多少滿足命名連方圖形

的規則的數列，而這些數列若均代表不同的圖形，則所有數列數即為連方

圖形(俄羅斯方塊)種類的總數。 
(3) 以連方數列長度 n 做討論並以程式執行可以得到連方數 t 在數列長度為 n

的條件下的所有種類總數。 
(4) 下面二、三點將詳述。 

 
二、 以圖形命名後的數列討論與窮舉連方圖形(俄羅斯方塊)。 

(一). 連方圖形的數列規則與運算 
1. 假設一數列(a 1,a 2,a 3...,a n-2,a n-1,a n)代表一圖形(n 為數列長度，以下假設的 n 都

與此同義)，因此 n 為偶數，且∑ 𝑎2𝑖 = 0 ;
𝑛

2
𝑖=1

∑ 𝑎2𝑖−1 = 0
𝑛

2
𝑖=1  𝑎𝑖 ∈ Ζ。另外假定

欲求連方數為 t(以下假設的 t 皆與此同義)，t = ∑ [𝑎2𝑖 × (∑ 𝑎2𝑘−1
𝑖
𝑘=1 )]

𝑛

2

𝑖=1 。(a g

為任意一項)，兩個判斷數列可以形容一個連方圖形的必要條件： 

 
When (𝑎𝑔+3 + 𝑎𝑔+5 + 𝑎𝑔+7…+ 𝑎𝑔+2𝑥+3) × (𝑎𝑔+1) < 0 ∧ 

(𝑎𝑔+2 + 𝑎𝑔+4 + 𝑎𝑔+6…+ 𝑎𝑔+2𝑥+2) × (𝑎𝑔) < 0 
if   |𝑎𝑔+3 + 𝑎𝑔+5 + 𝑎𝑔+7…+ 𝑎𝑔+2𝑥+3| ≥ |𝑎𝑔+1| 
𝑡ℎ𝑒𝑛|𝑎𝑔+2 + 𝑎𝑔+4 + 𝑎𝑔+6…+ 𝑎𝑔+2𝑥+2| > |𝑎𝑔| 

(t, x, y ∈ ℕ) 
而|𝑎𝑖| ≤ 𝑔 ; 4 ≤ 𝑛 ≤ 2𝑔 ∧ 2|𝑛(𝑔 ≥ 2)，此二式可由判斷數列的兩個必要條件

求得。 

 
(1) t=1： 

當 t=1，n 只能為 4，且|𝑎𝑖| ≤ 1故數列有 

(1,1,-1,-1),(1,-1,-1,1) 
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由上述相同圖形的判斷方法知，t=1 時有唯一數列- 

(1,1,-1,-1)  

(2) t=2： 
當 t=2，n 只能為 4，且|𝑎𝑖| ≤ 2故數列- 

(1,2,-1,-2),(1,-2,-1,2),(-1,2,1,-2),(-1,-2,1,2) 
由上述相同圖形的判斷方法知，t=2 時有唯一數列- 

(1,2,-1,-2)  
(3) t=3： 

當 t=3，4 ≤ 𝑛 ≤ 6，且|𝑎𝑖| ≤ 3故數列

-(1,3,-1,-3),(1,-3,-1,3),(-1,3,1,-3),(-1,-3,1,3),(1,1,1,1,-2,-2)…  
由上述相同圖形的判斷方法知，t=3 時有 2 數列- 

(1,3,-1,-3)  ,(1,1,1,1,-2,-2)  
(4) t=4： 

當 t=4，4 ≤ 𝑛 ≤ 8，且|𝑎𝑖| ≤ 4時由上述相同圖形的判斷方法可知,t=4 時有 5
數列- 

(1,4,-1,-4) ,(2,2,-2,-2) ,(2,3,-1,-2,-1,-1) ,(2,1,1,1,-2,-1,-1,-1)

,(3,1,-1,1,-1,-1,-1,-1)  
(5) t=5： 

當 t=5，4 ≤ 𝑛 ≤ 10，且|𝑎𝑖| ≤ 5時由上述相同圖形的判斷方法可知,t=5 時有 8
數列- 

(1,5,-1,-5) ,(2,4,-1,-3,-1,-1) ,(3,3,-1,-2,-2,-1) ,(3,1,-1,1,-2,-2)

,(3,1,-1,2,-1,-2,-1,-1) ,(4,1,-1,1,-1,-1,-2,-1) , 

(1,1,1,1,-1,1,-1,-1,-1,-1,1,-1) ,(1,1,2,1,-1,1,-1,-1,-1,-2)  
 

2. 由於代表連方圖形的數列必要的規則可以整合成一個不定方程，故可以嘗試用

不定方程窮舉數列： 
(1) 當數列長度=4: 

∵ 𝑎1 + 𝑎3 = 0  ⋀   𝑎2 + 𝑎4 = 0 ⋀  𝑎2(𝑎1) + 𝑎4(𝑎1 + 𝑎3) = 𝑡 
∴ 𝑎1 × 𝑎2 = 𝑡 
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先填式子中的 a1 和 a2，再由奇數項合為零，且偶數項和為零算出 a3 和 a4。 

t 1 2 3 4 4 5 6 6 7 
a1 1 1 1 1 2 1 1 2 1 
a2 1 2 3 4 2 5 6 3 7 
a3 -1 -1 -1 -1 -2 -1 -1 -2 -1 
a4 -1 -2 -3 -4 -2 -5 -6 -3 -7 
 

接著，以程式演算出各連方數長度為 4 的數列總數得到以下關係圖: 

 

 
 

(2) 當數列長度=6: 
∵ 𝑎1 + 𝑎3 + 𝑎5 = 0 ∧  𝑎2 + 𝑎4 + 𝑎6 = 0    

∧  𝑎2(𝑎1) + 𝑎4(𝑎1 + 𝑎3) + 𝑎6(𝑎1 + 𝑎3 + 𝑎5) = 𝑡 
∴ 𝑎1 × 𝑎2 − 𝑎4 × 𝑎5 = 𝑡 

 
先填式子中的 a1、a2、a4、a5 再由奇數項合為零，且偶數項和為零算出 a3

和 a6。 

    
t 

3 4 4 5 5 5 5 5 6 6 6 6 

a1 1 1 1 1 1 1 2 1 1 1 2 1 
a2 1 1 2 1 1 2 1 2 1 2 1 2 
a3 1 2 1 3 1 2 1 -4 4 3 2 1 
a4 1 1 1 1 2 1 1 -1 1 1 1 2 
a5 -2 -3 -2 -4 -2 -3 -3 3 -5 -4 -4 -2 
a6 -2 -2 -3 -2 -3 -3 -2 -1 -2 -3 -2 -4 
    
t 

6 6 7 7 7 7 7 7 7 7 7  

0

2

4

6

8

10

1 11 21 31 41 51 61 71 81 91 101 111 121 131 141 151 161 171 181 191
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數列長度為4的連方圖形數列個數
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a1 1 3 1 1 1 1 2 1 1 3 3  
a2 3 1 1 1 1 2 1 3 3 1 1  
a3 2 -2 5 2 1 4 -1 3 1 -2 -1  
a4 1 3 1 2 3 1 5 1 2 4 2  
a5 -3 -1 -6 -3 -2 -5 -1 -4 -2 -1 -2  
a6 -4 -4 -2 -3 -4 -3 -6 -4 -5 -5 -3  

 
 

以程式演算出各連方數長度為 6 的數列總數得到以下關係圖: 

 
 

三、 以圖形命名後的數列討論有限矩形方格的填滿。 
(一). 數個任意圖形填滿矩形方格問題之窮舉。 

1. 2 × 2矩形方格的填滿問題： 
方格的填滿問題中，包括數個不同圖形和數個相同圖形之組合的不同命題。唯簡

化計算過程，可透過所有欲用來填滿矩形方格的圖形格子數總和 ntot=有限矩形方

格所包含之格子數 nsp，作為判斷的圖形集合。 
(1) 以圖形(1,1,-1,-1)填滿.2 × 2矩形方格： 

令此一圖形為 A，且此圖形方格數為 nA。 
∵ 𝑛𝑠𝑝 ÷ 𝑛𝐴 = 4  ∴ 4𝑛𝐴 = 𝑛𝑡𝑜𝑡 

4 × |𝐴| = {

[(1,1,−1,−1) + (1,1,−1,−1) + (1,1,−1, −1) + (1,1,−1,−1)],
[(1,1,−1,−1) + (1,1,−1,−1) + (1,1,−1, −1) + (1,−1, −1,1)],
[(1,1,−1,−1) + (1,1,−1,−1) + (1, −1,−1,1) + (1,−1, −1,1)]

……

} 

由(三)-6 的合併規則，得(前兩項先相加)，不能相加的項在下列運算中跳過。 

= {

(2,1,−2,−1) + (1,1,−1, −1) + (1,1,−1,−1)

(2,1,−2,−1) + (1,1,−1, −1) + (1, −1,−1,1)
(2,1,−2,−1) + (1,−1,−1,1) + (1,1,−1,−1)

……

} 

0
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 = {

(3,1,−3,−1) + (1,1,−1,−1)
(3,1,−3,−1) + (1,−1, −1,1)

(1,1,1,1,−2,−2) + (1,1,−1,−1)
……

} 

=

{
 
 
 

 
 
 

(4,1,−4, −1)
(1,1,2,1 − 3,−2)

(1,1,1,2,−1,−1,−1,−2)
(2,1,1,1,−2,−1,−1,−1)
(1,1,1,1,−3,−1,1,−1)

(3,2,−1,−1, −2,−1)
(2,2,−2, −2)

…… }
 
 
 

 
 
 

 

而由於2 × 2的方格中不可能出現邊長大於 2 的子方塊， 
又因上方(三)-2.3 說明的規則， 
故只有圖形(2,2,-2,-2), (2,1,-2,-1)+(2 ,1,-2,-1)和(2,1,-2,-1)+(1 ,1,-1,-1)+(1 ,1,-1,-1)
及(1,1,-1,-1)+(1 ,1,-1,-1)+(1 ,1,-1,-1)+(1 ,1,-1,-1)等於 Sp 。 

 
2. 3 × 3矩形方格的填滿問題： 

(1) 以圖形(1,1,-1,-1)填滿.3 × 3矩形方格： 
令此一圖形為 B，且此圖形方格數為 nB。 

∵ 𝑛𝑠𝑝 ÷ 𝑛𝐵 = 9  ∴ 9𝑛𝐵 = 𝑛𝑡𝑜𝑡 

9 × |𝐵| =

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
[

(1,1,−1,−1) + (1,1,−1, −1) + (1,1,−1,−1) + (1,1,−1,−1) +
(1,1,−1,−1) + (1,1,−1, −1) + (1,1,−1,−1) + (1,1,−1,−1) +

+(1,1,−1,−1)
] ,

[

(1,1,−1,−1) + (1,1,−1, −1) + (1,1,−1,−1) + (1,1,−1,−1) +
(1,1,−1,−1) + (1,1,−1, −1) + (1,1,−1,−1) + (1,1,−1,−1) +

+(1,1,−1,−1)
] ,

[

(1,1,−1,−1) + (1,1,−1, −1) + (1,1,−1,−1) + (1,1,−1, −1) +
(1,1,−1,−1) + (1,1,−1, −1) + (1,1,−1,−1) + (1,1,−1, −1) +

+(1,1,−1,−1)
]

…… }
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 

由(三)-6 的合併規則，得(前兩項先相加)，不能相加的項在下列運算中跳過。 

=

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
[

(2,1,−2,−1) + (1,1,−1, −1) + (1,1,−1,−1) +
(1,1,−1, −1) + (1,1,−1,−1) + (1,1,−1,−1) + (1,1,−1,−1) +

+(1,1,−1, −1)
] ,

[

(2,1,−2,−1) + (1,1,−1, −1) + (1,1,−1,−1) +
(1,1,−1, −1) + (1,1,−1,−1) + (1,1,−1,−1) + (1,1,−1,−1) +

+(1,1,−1, −1)
] ,

[

(2,1,−2,−1) + (1,1,−1,−1) + (1,1,−1,−1) +
(1,1,−1, −1) + (1,1,−1,−1) + (1,1,−1, −1) + (1,1,−1,−1) +

+(1,1,−1, −1)
]

…… }
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=

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
[

(3,1,−3,−1) + (1,1,−1,−1) +
(1,1,−1, −1) + (1,1,−1,−1) + (1,1,−1,−1) + (1,1,−1,−1) +

+(1,1,−1, −1)
] ,

[

(3,1,−3,−1) + (1,1,−1,−1) +
(1,1,−1, −1) + (1,1,−1,−1) + (1,1,−1,−1) + (1,1,−1,−1) +

+(1,1,−1, −1)
] ,

[

(1,1,1,1,−2, −2) + (1,1,−1,−1) +
(1,1,−1, −1) + (1,1,−1,−1) + (1,1,−1, −1) + (1,1,−1,−1) +

+(1,1,−1, −1)
]

…… }
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 

=

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
[

(4,1,−4, −1) +
(1,1,−1, −1) + (1,1,−1,−1) + (1,1,−1,−1) + (1,1,−1,−1) +

+(1,1,−1, −1)
] ,

[

(1,1,2,1 − 3,−2) +
(1,1,−1, −1) + (1,1,−1,−1) + (1,1,−1,−1) + (1,1,−1,−1) +

+(1,1,−1, −1)
] ,

[

(1,1,1,2,−1, −1,−1,−2) +
(1,1,−1, −1) + (1,1,−1,−1) + (1,1,−1, −1) + (1,1,−1,−1) +

+(1,1,−1, −1)
]

…… }
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 

=

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
[

(5,1,−5,−1)

+(1,1,−1,−1) + (1,1,−1,−1) + (1,1,−1,−1) +
+(1,1,−1, −1)

] ,

[

(1,1,3,1,−4,−2)

+(1,1,−1,−1) + (1,1,−1,−1) + (1,1,−1,−1) +
+(1,1,−1, −1)

] ,

[

(1,1,1,2,−2,−3) +
+(1,1,−1,−1) + (1,1,−1,−1) + (1,1,−1,−1) +

+(1,1,−1, −1)
]

…… }
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 

=

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
[

(6,1,−6,−1)

+(1,1,−1,−1) + (1,1,−1,−1) +
+(1,1,−1, −1)

] ,

[

(1,1,4,1,−5,−2)

+(1,1,−1,−1) + (1,1,−1,−1) +
+(1,1,−1, −1)

] ,

[

(2,3,−2,−3) +
+(1,1,−1,−1) + (1,1,−1, −1) +

+(1,1,−1, −1)
]

…… }
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=

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
[

(7,1,−7,−1)

+(1,1,−1,−1) +
+(1,1,−1, −1)

] ,

[

(1,1,5,1,−6,−2)

+(1,1,−1,−1) +
+(1,1,−1, −1)

] ,

[

(2,4,−1,−1, −1,−3)

+(1,1,−1,−1) +
+(1,1,−1, −1)

]

…… }
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 

=

{
  
 

  
 [

(8,1,−8,−1)

+(1,1,−1, −1)
] ,

[
(1,1,6,1,−7,−2)

+(1,1,−1, −1)
] ,

[
(2,4,−2, −4)

+(1,1,−1, −1)
]

…… }
  
 

  
 

 

= {

[(9,1,−9,−1)],
[(1,1,7,1,−8,−2)],

[(2,5,−1,−1, −1,−4)]
……

} 

 
而由於3 × 3的方格中不可能出現邊長大於 3 的子方塊， 
又因上方(三)-2.3 說明的規則， 
故只有圖形(3,3,-3,-3), 3×(1,3,-1,-3), 2×(1,3,-1,-3)+3×(1,1,-1,-1), 
2×(1,3,-1,-3)+(1 ,2,-1,-2)+(1 ,1,-1,-1), 2×(2,2,-1,-1,-1,-1)+(1 ,3,-1,-3), 
2×(2,2,-1,-1,-1,-1)+3×(1,1,-1,-1), (2,2,-1,-1,-1,-1)+(1 ,1,1,1,1,-3,-3) 
(1,2,-1,-2)+(1 ,1,-1,-1)+2×(2,2,-1,-1,-1,-1)… 等於 Sp 。 

 
(二). 數個任意圖形填滿方型平面方格問題討論： 

1. 有限矩形方格，可以存在許多小的子圖形，而其中最大的子圖形等於此有限

矩形方格。 
2. 判斷最後圖形的來源及整理產生最後等於此矩形方格的圖形，可以直接判斷

小於平面方格的圖形及找相同的圖形。 
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(三). 討論數個相同圖形是否可以填滿矩形方格 
1. 觀察對稱軸 a 的連方組成性質，可知 0 行的方格

數必須對於 a 對稱軸的兩側平分，而 1 行的方格

數也必須於兩側平分，以此類推。對於對稱軸 b
也有此性質(ㄅ列方格數於 b 軸兩側平分… )。 

2. 一矩形只會有兩對稱軸平行方格介面(如 a,b)。 
3. 若一圖形可組成最小矩形為 S，則此圖形必可以

拼成矩形 nS 。 
4. 由 1、2 兩點可知能被同一種非矩形連方圖形組成的矩形方格必為奇數邊×偶

數邊，或者是偶數邊×偶數邊。 
5. 奇數邊×偶數邊的矩形方格必是由 2 倍的最大相同非矩形連方組成，否則將

須使用含有 1/2 方格的非矩形連方來組合。而偶數邊×偶數邊的矩形方格則

可以 2 或 4 個的最大相同非矩形連方組成。簡言之，一非矩形連方圖形若不

能以 2 或 4 個同樣的圖形拼成一矩形，則此圖形必不能以自身拼成一矩形。 
6. 從這些性質可以得知，若相同的兩個圖形可以拼成一個完整矩形，必須在數

列中找到對稱的一連續子數列，且該子數列僅比原數列少三項；若相同的四

個圖形可以拼成一個完整矩形，則是兩個該圖形先合併後產生的圖形，必須

在這個新數列中找到對稱的一連續子數列，且該子數列僅比這個新數列少三

項。 

 
(四). 命題、任意三個相同的非矩形連方圖形合併無法拼成矩形 

1. 證明： 
令此非矩形連方圖形可表示為數列 A(a 1,a 2,a 3,… ,an) 
且不妨使此圖形第一次合併(兩個 A)從 a2 項和 a t+1 項開始共刪去 x 項。討

論各項的關係及合理性，再分開討論圖形有無旋轉的情況。 
第一次合併: 

 (  a1   , a2 , a3  , ..., a x+1, a x+2 ,a x+3… an ) 
( a t+ x+2… , an, a 1, a 2,… , a t-1,,a t+x+1, a t+ x, … ,a t+2, a t+1,  a t  ) 

([a1+a t+x+1], a t+ x+2… , an, a 1, a 2,… , a t-1, [ax+2+a t],a x+ 3,a x+4,… an) 
 

若欲將三個 A 合併為矩形，只可能滿足 a、b 或 c: 
a. 第一次兩個 A 合併的數列長度 n’= 2𝑛 − 1(第一次合併時只有接觸到一項

且沒有延續其他邊)且第二次再合入一個 A 的數列長度𝑛′′ = 𝑛 + 𝑛′ − 2𝑦 −

2 = 4     ∴ n′′ = 4 = 3n − 1 − 2y − 2 ⇒  3n − 2y = 7又{[𝑦 = 𝑛 − 4] ∨

[𝑦 = 𝑛 − 3] ∨ [𝑦 = 𝑛 − 2]}。將 y 帶入前式，得n = −1 ∨ 1 ∨ 3，由於與 n ≥ 6 
且 2整除 n 矛盾，故此種合併方法不可能拼成矩形。 
 
b. 第一次兩個 A 合併的數列長度 n’= 2𝑛 − 2𝑥 − 2且第二次再合入一個 A 的

數列長度𝑛′′ = 𝑛 + 𝑛′ − 1 = 4  (第二次合併時只有接觸到一項且沒有延續



15 
 

其他邊) ∴ n′′ = 4 = 3n − 2x − 1 ⇒  3n − 2x = 5 ⇒  n = 2x + 5由於與 2 整

除 n 矛盾，故此種合併方法不可能拼成矩形。 

 
c.  第一次兩個 A 合併的數列長度 n’= 2𝑛 − 2𝑥 − 2且第二次再合入一個 A 的

數列長度𝑛′′ = 𝑛 + 𝑛′ − 2𝑦 − 2 = 4 
 ∴ n′′ = 4 = 3n − 2x − 2y − 4 ⇒  3n − 2x − 2y = 8; 
∵ 3n − 2x − 2y = 8 ⋀{[𝑦 = 𝑛 − 4] ∨ [𝑦 = 𝑛 − 3] ∨ [𝑦 = 𝑛 − 2]} (根據合併

原理) 
 將 y 帶入前式，得知若要進行三次相同圖形的合併，並使合併後新數列的

長度等於 4(表示該圖形為矩形)，第一次合併的消去部分長度 x 只可能滿足: 
[2x = n]⋁[2x = n − 2]⋁[2x = n − 4] 

針對這三種可能性討論: 
(1) 當[2x = n]: 

若圖形合併時無旋轉，在此合併中 
當4 | n ∧ 2 | t或當4 ∤ n ∧ 2 ∤ t則可由合併原理知： 
令 u 為適當正整數， 

∵ {

𝑎2 = −𝑎𝑡+𝑥
𝑎3 = −𝑎𝑡+𝑥−1

……
𝑎𝑥+1 = −𝑎𝑡+1

}                

∵ 2 | (x + 𝑡)  ∴ 𝑎(2+𝑥+𝑡)
2

= 𝑎2+𝑢 = −𝑎𝑥+𝑡−𝑢 = −𝑎2+𝑢     

 ∵ 𝑎2+𝑢 ≠ 0 ∴ 𝑎2+𝑢 = −𝑎2+𝑢與定義矛盾。 
當4 ∤ n ∧ 2 | t或當4 | n ∧ 2 ∤ t則同樣可根據合併原理知 

∵ {

𝑎2 = −𝑎𝑡+𝑥
𝑎3 = −𝑎𝑡+𝑥−1

……
𝑎𝑥+1 = −𝑎𝑡+1

}  ⇒ {𝑎2+𝑢 = −𝑎𝑡+𝑥−𝑢}   

(
𝑤ℎ𝑒𝑛 2 ≤ 𝑡 ≤ 𝑥 + 1 ; 𝑜𝑟 𝑎𝑠 𝑡ℎ𝑒 𝑠𝑎𝑚𝑒 𝑟𝑒𝑎𝑠𝑒𝑛 𝑜𝑓 𝑡ℎ𝑒 𝑎𝑏𝑜𝑣𝑒

[𝑎1 + 𝑎t+x+1] = 0
)              

∴ if 2 + u = t ⇒ u = t + 2；x + t + u = x + 2  
∴ 𝑎𝑡 = −𝑎𝑥+2  
∴ [𝑎𝑡 + 𝑎𝑥+2] = 0，與定義矛盾。  

若圖形合併時有旋轉，且當4 ∤ n ∧ 2 ∤ t或當4 ∤ n ∧ 2 | t，則第一次的合併

式子可改寫為 

 ( -a1   , a2 , -a3  , ..., a x+1, -a x+2,a x+3… an ) 
( a t+ x+2… , an, a 1, a 2,… , a t-1,,a t+x+1, a t+ x, … ,a t+2, a t+1,  a t  ) 

([-a1+a t+x+1], a t+ x+2… , an, a 1, a 2,… , a t-1, [-a x+2+a t],a x+3,-a x+4,… an) 
 

當4 ∤ n ∧ 2 | t可由合併原理知： 
令 u 為適當正整數， 
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{
 
 

 
 
𝑎2 = −𝑎𝑡+𝑥
𝑎3 = 𝑎𝑡+𝑥−1
𝑎4 = −𝑎𝑡+𝑥−2
𝑎5 = 𝑎𝑡+𝑥−3

……
𝑎𝑥+1 = 𝑎𝑡+1 }

 
 

 
 

    

∵ when 2 | 2 + u , 2 ∤ (t + x − u) ;  when 2 ∤ 2 + u , 2 | (t + x − u)  

∴ {

𝑎2+𝑢 = −𝑎𝑡+𝑥−𝑢
⋀

𝑎2+𝑢 = 𝑎𝑡+𝑥−𝑢

}   

當4 ∤ n ∧ 2 ∤ t時，可由合併原理知： 

∵

{
 
 

 
 
𝑎2 = −𝑎𝑡+𝑥
𝑎3 = 𝑎𝑡+𝑥−1
𝑎4 = −𝑎𝑡+𝑥−2
𝑎5 = 𝑎𝑡+𝑥−3

……
𝑎𝑥+1 = 𝑎𝑡+1 }

 
 

 
 

  

   ∴ 2 | 2+𝑡+𝑥
2

 ∴ 𝑎2+𝑡+𝑥
2

= −𝑎2+𝑡+𝑥
2

，與定義矛盾。 

 
若圖形合併時有旋轉，且當4 | n ∧ 2 ∤ t或當4 | n ∧ 2 | t，則第一次的合併

式子可改寫為 

 (  -a1  , a2 , -a3 , ...,-a x+1, a x+2,-a x+3… an ) 
( a t+ x+2… , an, a 1, a 2,… , a t-1,,a t+x+1, a t+ x, … ,a t+2, a t+1,  a t  ) 

([-a1+a t+x+1], a t+ x+2 ,… , an, a 1, a2,… , a t-1, [ax+2+a t],-a x+3,a x+4,… an) 
當4 | n ∧ 2 ∤ t可由合併原理知： 
令 u 為適當正整數， 

{
 
 

 
 
𝑎2 = −𝑎𝑡+𝑥
𝑎3 = 𝑎𝑡+𝑥−1
𝑎4 = −𝑎𝑡+𝑥−2
𝑎5 = 𝑎𝑡+𝑥−3

……
𝑎𝑥+1 = 𝑎𝑡+1 }

 
 

 
 

    

∵ when 2 | 2 + u , 2 ∤ (t + x − u) ;  when 2 ∤ 2 + u , 2 | (t + x − u)  

∴ {

𝑎2+𝑢 = −𝑎𝑡+𝑥−𝑢
⋀

𝑎2+𝑢 = 𝑎𝑡+𝑥−𝑢
}   

當4 | n ∧ 2 | t可由合併原理知： 
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{
 
 

 
 
𝑎2 = −𝑎𝑡+𝑥
𝑎3 = 𝑎𝑡+𝑥−1
𝑎4 = −𝑎𝑡+𝑥−2
𝑎5 = 𝑎𝑡+𝑥−3

……
𝑎𝑥+1 = 𝑎𝑡+1 }

 
 

 
 

  

並且當圖形進行第二次合併時可表示為 

( aw  ,  aw+1  ,  aw+2  ,  aw+3  , ...  ,  -a x+1  , a x+2 , -ax+3  ,… , an ,  a1 , …  , aw-1 ) 
(an , … ,-a x+3, [a x+2+a t] , … , a2 , a1 , an  ,… … ,  a t+x+2, [-a1+a t+ x+1]) 

( [aw+2+ an], aw  ,  aw+1 , [aw-1+-a1+a t+x+1] ) 
 
令 u 為適當正整數， 
∵ 2x = n   

因為有 [
𝑥

2
]項新數列與 [

𝑥

2
]項原數列同值異號，  

另有 [
𝑥

2
]項新數列與另外 [

𝑥

2
]項原數列同值同號  

∴ 𝑎𝑤−2 = −𝑎𝑡+𝑥+2 = 𝑎𝑛−𝑡−𝑥+𝑢 = ⋯ = −𝑎𝑤−2  
∴ 在符合合併原理的情況下，必產生𝑎𝑢 = −𝑎𝑢 與定義矛盾。 
綜合上面三種 x 的可能性，知此種合併方法不可能拼成矩形。 

 
(2) 當[2x = n − 2]: 

依同樣方法亦可證得。 
(3) 當[2x = n − 4]: 

依同樣方法亦可證得。 
(4) 總結(1)、(2)、(3)三點，可得知任意三個相同的非矩形連方圖形合併無法拼

成矩形。 

 
肆、 結論 

一、 利用此種圖形命名數列的方法，可以利用 NP 或其他方法，求出所有連方圖形的種

類。且對於所有不包含空格的圖形，在數列上有完整且嚴謹的敘述模式。 

 
二、 圖形命名數列的合併圖形，可用於解決圖形填滿有限矩形方格的問題。 

 
三、 由數列合併圖形的運算，我們可以發現，相同方格數的有限矩形方格，可用多種不

同的連方合併而成，而使用此運算方式，可以篩檢出合理及扣除對稱的填滿方式。 

 
四、 以連方數列長度 n 做討論並以程式執行可以得到連方數 t 在數列長度為 n 的條件下

的所有種類總數。(3,4 兩點若不使用此種數列命名的方法都是很難得到的) 
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五、 以連方數列運算證明任意三個相同的非矩形連方圖形合併無法拼成矩形。 

 
伍、 未來展望 

一、 該圖形命名方法若可以從不同的正多邊形、不同維度方面延伸，也許能夠處理更貼

近現實生活問題的應用。 

 
二、 若將來有人導出能快速得出一數字之所有質因數的公式，將能以公式求出所有的連

方圖形。 
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柒、 附錄 
一、數列長度為 4 的連方圖形種類計算程式： 

# include <st dio.h>  
# include <st dlib.h>  
 
ma in() 
{ 
 int i,j,tot=0  ; 
 for(i=1 ;i<=2 00;i++)  
 { 
  for(j=1 ;j*j<=i ;j++)  
  { 
   if(i% j==0 ) 
   { 
    tot++;  
   } 
    
  } 
   
  printf("% d  % d \n",i,tot); 
 tot=0 ;  
 } 
} 
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二、數列長度為 6 的連方圖形種類計算程式： 

# include <st dio.h>  
# include <st dlib.h>  
 
ma in() 
{ 
 int i ,j ,k ,l ,tot=0 ; 
 for(i=1 ;i<=2 00;i++)  
 { 
  for(j=1 ;j<= i;j++)  
  { 
   for(k=1 ;k<=j ;k++)  
   { 
    for(l=1 ;l<= i-j;l++)  
    { 
 
     if(j% k==0  && (i-j)% l==0 ) 
     { 
      if(k<( i-j)/l ) 
      { 
       tot++;  
      } 
     }  
 
    } 
   } 
  } 
   
  printf("% d % d \n",i,tot); 
  tot=0 ; 
 } 
 

} 
 



【評語】050416  

本作品探討一個有趣的科展問題。作者們也利用序列的概念去

得到一些有趣的結果，值得給予肯定。 

050416-評語 
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